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Variables Aleatorias

Describen fendmenos cuyos valores exactos no se pueden predecir con total certeza
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V.A. Discretas

X es finito y puede tomar valores de la siguiente manera x1, x2, x3,...xn. En donde, cada posible valor de xi
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Ensayo de
Bernoulli

X es el resultado en un Unico

experimento con dos posibles
resultados EX|to o fracaso)
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P(¥) = KL? Pe x=0

—ax=A

£(X) =¢ .
Nt (¥)= o (A-P)
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Distribucion
binomial

X es el nimero de éxitos en n
experimentos independientes de

Bernoulli con probabilidad p de éxito
en cada intento.
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Ensayo de
Bernoulli

X es el resultado en un Unico
experimento con dos posibles
resultados (Exito o fracaso)
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Probabilidad

Distribucion
binomial

X es el nimero de éxitos en n
experimentos independientes de
Bernoulli con probabilidad p de éxito

en cada intento. @‘.& \m,\&m dﬁ‘(ﬂ cluay
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Ej. Ensayo de Bernoulii

En un estudio médico, se ha determinado que la probabilidad de que un sujeto responda positivamente a un
tratamiento especifico es de p=0.25.

Define la variable aleatoria X (donde 1 es "responde” y O "no responde") y calcula su media y su varianza

AS =0
O 9.3 X
= 0:1S x=4
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Ej. Distribucion binomial

Supongamos que la probabilidad de que un estudiante de ciencias obtenga su grado es p=0.4. Si tomamos un
grupo de n=5 estudiantes al azar, ;cudl es la probabilidad de que ninguno obtenga el grado?

=0.\ w ‘é)‘\’(o . .
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Distribucion Distribucion
Geometrica Poisson

Probabilidad de que ocurra un

X es el numero de intentos hasta el 9 ad ) 9
primer éxito asumiendo experimentos etermlnq © numero © eventos
independientes de Bernoulli con f_:rr:;:)e cierto periodo de
probabilidad p de éxito en cada uno. | ' =N X
A-p\ Y A2, N PO = = \A
szi\ ) g x=rAen a
0 l.c £ = A
A _k‘em.-.-\mma- P
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Distribucion Distribucion
Geometrica Poisson

Probabilidad de que ocurra un
determinado numero de eventos
durante cierto periodo de

tiempo.\\)o\owqx\\m
0.20 7~’ - 4 o

X es el numero de intentos hasta el
primer éxito asumiendo experimentos
independientes de Bernoulli con

probabilidad p de éxito en cada uno.
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Ej. Distribucion Geomeétrica

En una linea de ensamblaje, el 60% de las impresoras son aceptables (p=0.6) y el 40% son rechazadas. Se
realiza una inspeccién una por una. Calcula la probabilidad de que la primera impresora aceptable sea la
tercera que se inspecciona

: _ ¢ (Ao =43, W
IWMP ARPAOVUS = 0.6 1 agptable -» 3 mypewionat Py = SL\ 09 Y o\xl C

Tmp Rochoaadpy = 0.4 Ls 2.5aloy awevinted

?(X=3\ = %mw&‘(\"\(O\QQ 0.6)
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= 0.090
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Ej. Distribucion Poisson

Los clientes llegan a una instalacién de servicio a una tasa promedio de A=8 clientes por hora. Calcula la
probabilidad de que lleguen mtres clientes en una hora determinada

X =
X>.3 - A\lmnoy 3 cienley ——————— g& Awanoy = \G—MQOW‘QV\

YP(X=2)
 P(X=23) = 1 - PiX=0) L Px: Xx=2) = A- 0.Q\» = 0.446 2
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A 2l TV
+%(0,3) - c'?ﬁf L—’

_ -3 ﬁ' ‘5" 2 NO 40N
A\ '“VVEZ)’ 83. 9 S (_OT '\-;l_!.-\-%) Tgyeie)
23 . o g 2 ) on
Al

IIND 2502 MODULO 1 MOBI 202620



Universidad de

los Andes

Colombia

V.A. Continuas

X puede tomar cualqguier valor en un intervalo y se describen por medio de una funcion de densidad de

probabilidad (PDF) —» Sg(x) Area bajo la curva de la f(x) representa
la probabilidad total y debe sumar1

f}b(\ 7/- O ; N X € ‘(O\V\O‘D X X,Y,Z denotan la
v

variable aleatoriq,

QINO. valores que puede
tomar dicha VA

- mientras que X,y,z
%“(\ dx - .1 _ &‘QO\ W \Q corresponden a los
-

00

Funcion de Distribucion Acumulada (CFD) "J’ x (N — 00 £ % -

F(x) mide la probabilidad que una variable Vo Y
aleatoria X no tome un valor superior a un F ()() > ?(XL_—)() = _‘.()Qd)( —»
numero X. )\ - 0
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Def. Se caracteriza por tener una densidad constante en un intervalo cerrado [q,b].
Es el modelo mds simple para representar una variable aleatoria de la que solo se conoce su rango

Z- K &
A QL% <V
S( DC) = »-Q
Propiedades Aplicaciones en ingenieria \> a.l.c
Media (W) e Se utiliza como modelo inicial cuando O.1Oa=0 2=10
no hay datos suficientes sobre Ia
gu\_ Q\—b A . 0.08
S c— probabilidad de los valores, asumiendo
y que todos son igualmente probables 9%
dentro del rango 004
- 2
Varianza (07) e Es fundamental en simulacion para 0.02
generar numeros aleatorios U(0,1) que 000

A
\lﬂ’( = “)-—Q\ sirven de base para otras distribuciones 0 5 y “ g ‘0

12
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Dist. Uniforme

El volumen anual de ventas de un almacén varia aleatoriamente entre 380 y 1200 miles de euros.
;. Cudl es la probabilidad de que las ventas superen los 1000 miles de euros?

a= 380 wiks € | P(X>1000) = 41— F(x=1000) -
- (Proadx < 4- (04
b= 1200 wakes € = 1= [Pfoadx = 4= | T dx

=4—- x-q9 |%°°
-
= 0.9360

? (X>1000) = 4-0386 = ©.244
N\ S\

- A— 1000-280
369 1200 - 3O

FW= x=9

IIND 2502 b_ Q MODULO1 MOBI 202620



- AKX
% .e X 2 o Universidad de

I — _&_L\CB = los Andes

Dist. Exponencia 0 X 2.0

Def. Modela el tiempo entre eventos independientes que ocurren a una tasa constante (A)

Propiedades
Falta de memoria

2

Media (u) Varianza (o%)
A “,z /\ El tiempo transcurrido no afecta la
T = Py probabilidad futura
7\' ;\' Un componente usado es "tan bueno

como uno nuevo"

P58+ |X55) = PIXSE) 45,420

Aplicaciones en ingenieria 0.4

0.3
e Comun para modelar tiempos entre llegadas a sistemas de colas o

el tiempo hasta la falla de componentes electrénicos que no sufren
desgaste gradual o
0.0

f(x)

0.2
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Dist. Exponencial

wola AeQdNA
Una |ldmpara industrial tiene una tasa d% falla de A=1/3 (una falla cada 3000 horas). ;Cudl es la

Cprobobllldod de que dure mds de su vida media de 3000 horas?

P(X >2000)—> Dote WA\ que b VidA matia. 7~ P(X= 3000 )
CDVC QUN\VNU GO

o _AX
P(X¥»3) - S e”" dy = %e - e
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Dist. Gamma

Def. Es una generalizacién de la exponencial; modela el tiempo hasta que ocurren a eventos independientes
oA s)‘/g

Propiedades =W A
Media (u S
Parametros Y < ? _ — - K
e 0 (forma) }A' D( \% S((\‘\ - Y(&) ﬁx
e [3 (escala)
Varianza (o?)

Erlang
, se qd 2
= §-B
0.15

Cuando a es un entero positivo

denomina distribucion de Erlang
Q.10

Aplicaciones en ingenieria
e Modela el tiempo para completar tareas complejas (como reparacion 0.05

de mdqguinas) o sistemas con redundancia pasiva (standby), donde un
i 0.00

f(x)

componente empieza a funcionar cuando falla el anterior
MOBI 202620

MODULO 1
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La demanda diaria de arroz en una tienda sigue una distribucién Gamma con a=3 y 3=1/2 (en miles
de kg). Determinar la probabilidad de que la demanda exceda los 5000 kg en un dia dado

?(X75) = 1- ‘\-’—()‘=€>)——-9L°‘Okdm¢ch°\

S -
P(X76) - J\’ZSoxz'e’u = A-0.49¢ = 0.€01
N\NNAA
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Def. Distribucion extremadamente flexible utilizada para modelar una gran variedad de fendmenos mediante el

agjuste de sus pardmetros

Propiedades

Parametros Exponencial Media () Varianza (o9)
e O (escala) Cuando =1 ‘_ A 3
. = A ¥ _.) o2 2 ( 1) )
B (forma) }A ﬁ K o °dz' & \’\'\"’ &-\ \— A% o

0.25

Aplicaciones en ingenieria

Ka)' 5\
. . “ . W 0.20
e Principalmente enjiipiidad y mantenimiento
para modelar el tiempo hasta la falla de 015
equipos mecdnicos o discos duros = o0

0.05

TWAMIO o oMo WvaL ARG
A\ SN0 cow agro &es%mm o 4 oI, S
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El tiempo que le toma a un avidén en aterrizar y salir de la pista en un aeropuerto internacional de
gran dimensién sigue una distribucion de Weibull con v=1.34 minutos, 3 = 0.5 y a = 0.04 minutos.
Calcule la probabilidad de que un avion tome mds de 1.5 minutos para aterrizar y salir de la pista.

geoc | Plx7ag)-a- ﬂx 9 - J &__ -1 (xlz)

X/R) - (%
P(x=>1-5)=1- (’\ €( 2 ) - e ) mm&%ﬁ?&%“w
o-04 M“\\-mm% T 13.43o o4 e ~bos
Pt a1 v w =P P71€) =€
R vy P(X>18) = 0.285
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Dist. Normal

Def. La famosa "campana de Gauss", simétrica respecto a su media

Propiedades

Aplicaciones en ingenieria

Media,_mediana y_moda son

iguales (u) e Modela procesos que resultan de la suma de multiples
componentes, como errores de medicion, tiempos de ensamblaje

Dispersidon _es la desviacion complejos o variaciones en piezas fabricadas
(vV_o?)
-\lz (1-_& \*
L= 1 \«
"———-—-—___" 0.03

\ 2my

_— (bdt\\\lol( .\J\m\“ow\ntun/\'\ \m,val ol U\A \\a\\O’o\(
QN AETVOR 0w naemold g.Qq\)\ﬁ'k YoM\ \0, di g 000

NQY X
:::i MOBI 202620

0.02

f(x)

0.01
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Dist. Normal (TLC)

Uniform Expanencial

mh>

mean=5.0 mean=10
N = 2: La forma empieza a cambiar.

Teorema del Limite

Central (TLC)

Es fundamental en ingenieria
porgue establece que la
suma de muchas variables
aleatorias independientes

L o A

* A lalA = distriboaion pora
Z AAIA L '

importar la distribucion
N =10: Se aproxima a la forma de campana. original de las variables

sSO0000N...
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Dist. Normal

El peso de los paquetes de un laboratorio sigue una distribucion N(1.8,0.5) kg. ;Cudl es la
probabilidad de que un paquete pese entre1y2 kg? Z )( "M

R 0L QYondaxiec §ot WAKO 0) TV 27N (04)
Gn dondl ! b+ Saomops ol
A0 ?Kl‘éxé2)= ?\)(AZ)—?()(efl) mw\o\eﬁm{
2 P2)=p(2<2)
- 2— — 1°- l 4«
k « ) b & ) ¢ %% ledod
T Foncrey wgiwaley ey\(u\dor Q»O\NMO\ SV\\O) wopu\tedo &«\V:)Q"a \(\3 \m\) %W*‘ A- U 6)
=004)-9(-0) — . (g™ (TR ) P e
J at - (4 j o-r-e > = 0.6SS- 0.054%
/\/\/\/\/\ ANANNNAN 0. 694

ColIn % talloy, colwia X day — X o~
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A - -
Def. Caso especial de la Normal donde p=0 y 0=1 Z X—&

Propiedades

Aplicaciones en ingenieria

Permite el uso de tablas estadisticas
para cualgquier distribucion normal
mediante la transformacion

e Esla base para realizar inferencias estadisticas y calculos de

intervalos de confianza en cualquier fendbmeno modelado como
normal

04

M?—O @ kz’ S RO X *Mas 03

O< e « -» M 4 NQ\'\.&.Q\‘S\' (Qu N} Z 02
—% N 2 p. condom . oadord -normed (@_q) o

0.0

e 0
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Dist. Lognormal

Def. Distribucién de una variable cuyo logaritmo sigue una distribucién normal

Aplicaciones en ingenieria
e Modela procesos que son el producto de varios componentes,
como el retorno de inversiones con interés compuesto o el tiempo

Propiedades

Es asimétrica hacia la derecha vy

solo toma valores positivos
hasta la falla de ciertos materiales bajo estrés

0.05

0.04

My o

Anx-p )Y

‘cw\ - _e 27*%
2 v
v= (€-1)¢ N

Xy 2T

MODULO 1

[
.
&
."
&
p
f(x)

MOBI 202620
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Dist. Lognhormal

La tasa de retorno de una inversion volatil se modela como lognormal con media 20% y desviacion
estandar 5%. Calcula los pardmetros Y y 6* de la distribucién normal asociada poder simular este
sistema.

o Nmm geo0s) = L)Y, o)
r“b 0.0S8 r'o‘:m LX Y~u\(e\)

:_ S . 0-0¢% =<
v = ’\ A ) &V\ A ) = Q.OGOG

M=) =% _ gn(0-2) - 0.0606
=3 —_— = =-1.640

2

iy
> Lo\wlx 40, propelVdod  wn tay Yardemetio) netmolel € oloy lodes
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Def. Distribucion extremadamente flexible acotada a un limite superior e inferior. Puede ser trasladada del O,
por medio de la adicién de una constante y puede darle un rango mayor a [0,1] si se multiplica el rango por una

constante

5 0ikotnl A W <oye da \a qu

Propiedades

Muy flexible para representar proporciones; si ambos
pardmetros de forma son 1, se convierte en la Uniforme (0,1)

Aplicaciones en ingenieria

o Util para modelar proporciones de defectos en un lote o el tiempo
para completar tareas en redes PERT cuando hay limites fijos de
tiempo

IIND 2502 MODULO 1

2.0

1.5

f(x)

1.0

0.5

0.0
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Supongamos que el tiempo para completar una tarea de ingenieria sigue una distribucion Beta en el
intervalo con pardmetros al=1.47 y32=2.16. Si en la vida real la tarea tiene un tiempo minimo de

inicio de -10 minutos y un mdximo de 20 minutos, ;como transformarias los valores generados por la
distribucion Beta al intervalo [-10,20]?

X"' %Q\a\\'\ h, 2—‘6} (0 ,“\3 \ Porar '\'\'aN{m nado a ]:Lo, 20]
Moo Honfrneson (1o

Y= A3p-0)K —5 Y= ~10+ (20 +I0)X = —101 2O
TN\ —

!

Fotmo e \o, unpime (9,4)
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Dist. Triangular 9] s  conen
Ty-aXv-¢)

Def. Modela procesos basdndose solo en los valores m?nimo (o),ar’.nc(';'ximo (b) y mds probable (m)
/A,:.: o YAC

= v
’Q’L az-\_\oz.\.cz- obv-ac-vc

Propiedades

Su densidad forma un tridngulo. La media es la suma de los
tres pardmetros dividida por tres 18
0.20

Aplicaciones en ingenieria 015

e Se usa frecuentemente en ausencia de datos histéricos, basdndoses 010
en estimaciones subjetivas de expertos. Es una mejora sobre |a
uniforme al incluir el valor mds probable

0.05

0.00

)= i_b ny ’ ’
('0-0)(p-C)
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Dist. Triangular 77 = @+ 163 (@) -(owet)- bsllos Andes
] 3
of 2z 3. DS sequNdo) |

Un proceso de ensamblaje tiene un rango de 10 a 25 segundos y una mediana de 15 segundos.

Calcular el valor modal del tiempo de ensamblaje
. 1K) = 2(v-x)
\fﬁ&) reret (p-a) (b-¢)
W97 ) b0, corer slowdo woube | :
0 alC aqut ?UO)!) = 2 (b-t) d\ -
* (h-a)o-C)
Lo wodo ® 4 Wadeed  ,  PlX7X) <(-x3
(o€
:\: X)= :P & = 1- e :
(.\ (X X) A P}X>X) 'DQ\\Q w?w\(ﬂh‘ hdod \Sw,\cuda
FO= 4= (25-9) |, F(x- i) g » 0.0-4-
(2s-)s-<) o Gf‘wg

N\ NAN~
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Relaciones matematicas entre VA

La distribucion de la suma de variables independientes se determina mediante la convolucidon de sus funciones
de densidad o masa

Relacion Beta-
Gamma

2 Normales 2. Poisson 2 Exponenciales

Una variable con
distribucion Beta se puede
obtener a partir de dos
variables Gamma
independientes (Y,Y,)
mediante la relaciéon
X=Yq/(Yi+Yo)

La suma de variables de La suma de n variables
Poisson independientes sigue exponenciales
siendo una distribucion de independientes e idénticas
Poisson resulta en una distribucidn
de Erlang de orden n

La suma de variables
normales independientes
es también una variable

normal

IIND 2502 MODULO1 MOBI 202620
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X~Binomial(1,p) es la distribucion Bernoulli(p).

Exp(B) y Weibull(1,8) son la misma distribucion.

Exp(B) y Gamma(1,3) son la misma distribucién.

X~Weibull(a,) siy solo si X°~Exp([Ba).

U(0,1) y Beta(1,1) son la misma distribucion.

X~Beta(q,[3) siy solo si 1-X~Beta([3,q).

X~Binomial(n,p) es la suma de n variables independientes Bernoulli(p).
X~Erlang(k,B) (0 Gammal(k,) con k entero) es la suma de k variables independientes Exp([3).
X~Normal(u,0°) siy solo si (X—p)/o~N(0,1) (Normal Estdndar).

X~N(u,0%) siy solo si e*~Lognormal(u,o?).

X~Geometrico(p) es la distribucion Binomial Negativa(l, p).

X~Binomial Negativa(s,p) es la suma de s variables independientes Geometrico(p).

X~Poisson(\) describe el nUmero de eventos en un intervalo si el tiempo entre ellos es Exp(1/A).
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